
Les formules

Inégalité de Hölder

f ∈ Lp, g ∈ Lp
′
⇒ fg ∈ L1

Inégalité de Young Soient 1
p + 1

q = 1 + 1
r alors

f ∈ Lp, g ∈ Lq ⇒ f ? g ∈ Lr

et

‖ f ? g ‖r≤‖ f ‖p‖ g ‖q

Changement de variables en coordonnées polaires∫
Bn(0,1)

f(x)dx =

∫ 1

R=0

∫
θ∈Sn−1

f(r, θ)rn−1drdθ :

Les operations

Operations ϕ ∈ D = C∞c , γ ∈ D′ Exemple

Ré�exion < γ̃, ϕ >=< γ,ϕ(−·) >

Conjugaison < γ̄, ϕ >= < γ, ϕ̄ >

Multiplication < fγ, ϕ >=< γ, fϕ >

Di�erentiation ∀i < ∂iγ, ϕ >=< γ,−∂iϕ > 1′R+ = δ0

∀~α < ∂~αγ, ϕ >= (−1)|α| < γ, ∂~αϕ >

Convolution γ ? ϕ(x) =< γ,ϕ(x− ·) > δ0 ? ϕ = ϕ

∂α(γ ? ϕ) = ∂αγ ? ϕ = γ ? ∂αϕ

< γ ? ψ, ϕ >=< γ, ψ̃ ? ϕ >

Fourier

Pour f, g ∈ L1, F(f ? g) = F(f)F(g)
Première inversion de Fourier : Si f ∈ L1 et Ff ∈ L1 alors f = (2π)−dF̃(Ff)

Pour u ∈ S ′, F−1u = (2π)−dF̃u
Pour u ∈ S ′, F(∂αu) = i|α|ξαF(u)

Pour u ∈ S ′, F(xαu) = i|α|∂
|α|
ξα F(u)

Gaussienne

Dé�nition : Ga(x) = exp(−a|x|
2
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Formule d'intégration par parties, formule de la moyenne

Si Ω ⊂ RN est un ouvert borné de classe C1 et u ∈ C1(Ω), on a∫
Ω

u∂iv dx =

∫
∂Ω

uvnidσ −
∫

Ω

v∂iu dx

Si u ∈ C2(Ω) et B(x0, R) ⊂⊂ Ω une boule, alors il existe y0, y1 ∈ B tels que

1

|∂BR|

∫
∂B(x0,R)

u dσ = u(x0) +
1

2N
R2∆u(y0)

et
1

|BR|

∫
B(x0,R)

u dx = u(x0) +
1

2(N + 2)
R2∆u(y1).

Espaces de Sobolev

H1(Ω) est l'espace de Hilbert des fonctions u ∈ L2(Ω) telles que ∂iu ∈ L2(Ω)
pour tout i ∈ {1, . . . , N}, muni du produit scalaire

(u, v)H1 =

∫
Ω

∇u · ∇v dx+

∫
Ω

uv dx

H1
0 (Ω) est la fermeture de C∞c (Ω) pour la norme H1.

Si Ω est borné, on a l'inégalité de Poincaré : il existe C = C(Ω, N) > 0 t.q.∫
Ω

ϕ2 dx ≤ C
∫

Ω

|∇ϕ|2 dx pour tout ϕ ∈ H1
0 (Ω)

Si G ∈ C1(R), G(0) = 0 et G′ ∈ L∞(R) et si u ∈ H1(Ω), alors v = G ◦ u ∈
H1(Ω) et ∂iv = (G′ ◦ u) ∂iu pour tout i ∈ {1, . . . , N}.

Si u ∈ H1(Ω) est à support compact, alors u ∈ H1
0 (Ω).

Intégration

Pour toute fonction u ∈ L1
loc(RN ), les fonctions u+ = u1u≥0 et u− =

−u1u≤0 véri�ent u = u+ − u−, u± ≥ 0 p.p. et u+u− = 0 p.p.
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